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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà ñèñòåìà äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ.
Â ïðèáëèæåíèè êîðîòêîé ïàìÿòè ïîëó÷åíî íåìàðêîâñêîå îïåðàòîðíî-êèíåòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå, íà îñíîâå ðåøåíèÿ êîòîðîãî ïîñòðîåí êîíòóð ëèíèè èçëó÷åíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ñèñòåìû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîðíî-êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, íåìàðêîâñêàÿ ðåëàêñàöèÿ,
ñèñòåìà äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, êîíòóð ëèíèè èçëó÷åíèÿ.
Ââåäåíèå
ßâëåíèÿ äåêîãåðåíöèè è äèññèïàöèè â äèíàìèêå îòêðûòûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì
÷àñòî ìîäåëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé òåõíèêè òåîðèè êâàíòîâûõ ìàðêîâ-
ñêèõ ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ ìàòðèöà ïëîòíîñòè îòêðûòîé ñèñòåìû óïðàâëÿåòñÿ îïå-
ðàòîðíûì êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñ ëèíäáëàäîâñêîé ñòðóêòóðîé [1℄. Îäíàêî ïðè
îïèñàíèè ñëîæíûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì âî ìíîãèõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ ìû
ñòàëêèâàåìñÿ ñî ñëîæíûì íåìàðêîâñêèì ïîâåäåíèåì, òàêèå ñèñòåìû íå ìîãóò áûòü
îïèñàíû ïîñðåäñòâîì ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ.
Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâñêîå äâèæåíèå
ìàëûõ ÷àñòèö, âçâåøåííûõ â æèäêîñòè èëè ãàçå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî
äëèòåëüíîãî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ êîîðäèíàòû è ñêîðîñòü áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû íå
çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è ñêîðîñòè â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Îäíàêî
ïðè óìåíüøåíèè âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ çàìåòíûìè ïðîöåññû óñêîðåíèÿ
è òîðìîæåíèÿ ÷àñòèöû [2℄, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåìàðêîâîñòè ïðîöåññà áðîóíîâ-
ñêîãî äâèæåíèÿ äëÿ êîðîòêèõ âðåìåí íàáëþäåíèÿ.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íåìàðêîâñêîãî êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ äâóõ èäåíòè÷íûõ äèïîëü-äèïîëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ äâóõóðîâíåâûõ
àòîìîâ â ïðèáëèæåíèè êîðîòêîé ïàìÿòè.
Íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñòðîèòñÿ êîíòóð ñïåêòðàëüíîé ëè-
íèè äëÿ ñèñòåìû äâóõ èäåíòè÷íûõ äèïîëü-äèïîëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ äâóõ-
óðîâíåâûõ àòîìîâ.
Òðàäèöèîííî äëÿ âûâîäà êèíåòè÷åñêèõ çàäà÷ èñïîëüçóþò ïîäõîä êâàíòîâîé
òåîðèè îòêðûòûõ ñèñòåì [3℄, ïðè ýòîì êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ìàð-
êîâîñòè ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñî ñâîèì îêðóæåíèåì, òî åñòü ïðåíå-
áðåæåíèå ýåêòàìè ïàìÿòè. Èçâåñòíûå èç ëèòåðàòóðû íåìàðêîâñêèå êèíåòè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ íå ëèøåíû íåäîñòàòêîâ, íàèáîëåå îáùåå óðàâíåíèå Íàêàøèìà 
Öâàíöèãà [4℄ ïðåäñòàâëÿåò, ñêîðåå, îðìàëüíûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó åãî íåâîçìîæíî
ðàçðåøèòü, óðàâíåíèÿ æå äðóãèõ òèïîâ ÿâëÿþòñÿ ëèáî ñïðàâåäëèâûìè ëèøü äëÿ
î÷åíü óçêîãî êëàññà ïðîöåññîâ [5℄, ëèáî åíîìåíîëîãè÷åñêèìè [6℄, ýåêòû ïàìÿ-
òè â êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé â óðàâíåíèå
Ëèíäáëàäà [1℄.
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èñ. 1. Ìîäåëü äâóõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ â òåðìîñòàòå
1. Ìîäåëü è îïåðàòîðíî-êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå
Â ðàìêàõ êâàíòîâîé òåîðèè ðåëàêñàöèè [7℄ ðàññìàòðèâàåìóþ êâàíòîâóþ ñèñòå-
ìó äåëÿò íà äâå âçàèìîäåéñòâóþùèå ïîäñèñòåìû: áîëüøóþ (äèññèïàòèâíóþ) è ìà-
ëóþ (äèíàìè÷åñêóþ). Äèññèïàòèâíàÿ ñèñòåìà (òåðìîñòàò) ìîäåëèðóåòñÿ áåñêîíå÷-
íûì íàáîðîì íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, íàõîäÿùèõñÿ â
òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè, õàðàêòåðèçóåìîì òåìïåðàòóðîé T . Ñ ïîìîùüþ
ïîäõîäÿùåé ïðîöåäóðû ¾èñêëþ÷åíèÿ¿ ïåðåìåííûõ òåðìîñòàòà ïîëó÷àþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ äèíàìè÷åñêîé ïîäñèñòåìû, â êîòîðûõ âëèÿíèå îêðóæåíèÿ
ó÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåðìîñòàòà ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó
ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.
àññìîòðèì äâà èäåíòè÷íûõ äèïîëü-äèïîëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ äâóõóðîâíå-
âûõ àòîìà â òåïëîâîì ðåçåðâóàðå íà ðàññòîÿíèè R äðóã îò äðóãà (ñì. ðèñ. 1). Íà ñè-
ñòåìó ïàäàåò âîëíà íàêà÷êè ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k , êîòîðàÿ èíäóöèðóåò äèïîëü-
íûå ìîìåíòû ó àòîìîâ è àòîìû íà÷èíàþò âçàèìîäåéñòâîâàòü äèïîëü-äèïîëüíûì
îáðàçîì, ïîñëå ÷åãî âîëíà íàêà÷êè çàòóõàåò. Íàñ èíòåðåñóþò ñïåêòðàëüíûå ñâîé-
ñòâà ñâåòà èçëó÷åííîãî ñèñòåìîé.
àìèëüòîíèàí òàêîé ñèñòåìû çàïèøåì â âèäå:
H = HA +HT +Hint +HAA +HAF . (1)
Çäåñü
HA = ~ω0
∑
p
σzp  ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíûõ àòîìîâ, ω0  ÷àñòîòà ïåðåõîäîâ
â àòîìå, σzp  äèàãîíàëüíûé ãåíåðàòîð ãðóïïû SU(2)  ãðóïïû ýíåðãåòè÷åñêîãî
ñïèíà;
HT = ~
∑
k
ωkb
+
k bk  ãàìèëüòîíèàí òåðìîñòàòà (òåïëîâîãî ðåçåðâóàðà), ωk 
÷àñòîòà k -ãî îòîíà, b+k è bk  îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ k -ãî îòîíà;
H
int
= ~
∑
k,p
(gkpbkσ
+
p exp (ikRp) + h..)  ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà è
òåðìîñòàòà, gkp  êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ òåðìîñòàòîì, σ
±
p  ïîâûøà-
þùèé è ïîíèæàþùèé àòîìíûå îïåðàòîðû, Rp  ðàäèóñ-âåêòîð p-ãî àòîìà.
HAA =
∑
p6=p′
Vpp′σ
+
p σ
−
p′  ãàìèëüòîíèàí äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
Vpp′  êîíñòàíòà äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
HAF = ~
∑
p
(
ξp(t)σ
+
p + h..
)
 ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà è ïîëÿ, ãäå
ξp(t) = ξ0 exp(iRpk− iωt) ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå ïîëÿ è îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó
àáè 2ξ0 äëÿ àòîìíîãî ïåðåõîäà.
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Ïóòåì èòåðèðîâàíèÿ ïî êîíñòàíòàì âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ è òåðìîñòàòà èç
êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþ-
ùåå èíòåãðî-äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå [8℄
∂ρAT (t)
∂t
= −
i
~
[HAA(t), ρAT (t)]−
i
~
[HI(t), ρAT (0)]−
−
1
~2
t∫
0
[HI(t), [HI(t− t′), ρAT (t− t
′)]] dt′, (2)
ãäå HI(t)  ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ, â êîòîðîì ìû ïåðåøëè â ïðåäñòàâëåíèå
âçàèìîäåéñòâèÿ, ρAT  ìàòðèöà ïëîòíîñòè àòîìà è òåðìîñòàòà.
Ïîñêîëüêó ìû èíòåðåñóåìñÿ äèíàìèêîé òîëüêî àòîìíîé ïîäñèñòåìû, âîçüìåì
ñëåä ïî ïåðåìåííûõ òåðìîñòàòà; áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ òåðìîñòàòà
ðàñïðåäåëåíû ïî íåêîððåëèðîâàííîé òåïëîâîé ñìåñè ñîñòîÿíèé, òîãäà ñðåäíèå çíà-
÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåðìîñòàòà áóäóò [8℄
〈bj〉 = 〈b
+
j 〉 = 0,
〈bjb
+
j′〉 = (N + 1)δjj′ ,
〈b+j bj′〉 = Nδjj′ ,
〈b+j b
+
j′〉 = 〈bjbj′〉 = 0,
(3)
ãäå N =
[
exp
(
~ωj
kbT
)
− 1
]−1
 ñðåäíåå ÷èñëî áîçîíîâ â ðåçåðâóàðå íà ÷àñòîòå ωj
ïðè òåìïåðàòóðå T , kb  ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà.
Òàê êàê òåðìîñòàò ÿâëÿåòñÿ ïðîòÿæåííîé ñèñòåìîé ñî ìíîæåñòâîì ñòåïåíåé ñâî-
áîäû, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íèêàêèå èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ñ äèíàìè÷åñêîé
ïîäñèñòåìîé, íå ìîãóò çàìåòíûì îáðàçîì èçìåíèòü ñîñòîÿíèå òåðìîñòàòà (ïðèáëè-
æåíèåì íåîáðàòèìîñòè äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè), òî åñòü ρAT (t
′) = ρA(t
′) ⊗ ρT (0) .
Óðàâíåíèå (2) ñîâìåñòíî ñ (3) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ, êîòîðîå îïèñûâàåò òîëüêî äè-
íàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, âëèÿíèå òåðìîñòàòà ó÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç ñðåäíèå çíà÷åíèÿ (3).
Ïðåäïîëîæèì [9℄, ÷òî t′ ≪ t , òî åñòü âðåìÿ íàáëþäåíèÿ çà ñèñòåìîé çíà÷è-
òåëüíî áîëüøå, ÷åì õàðàêòåðíûé âðåìåííîé èíòåðâàë ïàìÿòè. Òîãäà ìû ìîæåì
ðàçëîæèòü â ðÿä ìàòðèöó ïëîòíîñòè ïîä èíòåãðàëîì è îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî äâóìÿ
÷ëåíàìè:
ρ(t− t′) = ρ(t)−
∂ρ
∂t
t′. (4)
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîì ðàçëîæåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàðêîâñêîìó ïðèáëèæåíèþ,
óðàâíåíèå äëÿ êîòîðîãî õîðîøî èçâåñòíî [10℄, âòîðîå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò ïîÿâëå-
íèå êðàòêîâðåìåííîé ïàìÿòè.
Ïîäñòàâëÿÿ (4) â óðàâíåíèå (2), ñ ó÷åòîì âñåãî âûøåñêàçàííîãî ïîñëå äîñòà-
òî÷íî ãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ N = 0 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îïåðàòîðíî-
êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå:
ρ˙ = i [HAA, ρ(t)] + L̂Mρ(t) + L̂NM
∂ρ
∂t
, (5)
ãäå L̂M è L̂NM  ñóïåðîïåðàòîðû, îïèñûâàþùèå ìàðêîâñêóþ è íåìàðêîâñêóþ ðå-
ëàêñàöèþ ñîîòâåòñòâåííî.
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Ê ñîæàëåíèþ, ìåòîäû îòûñêàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ
íå èçâåñòíû, ïîýòîìó â ðàáîòå [9℄ áûëî ïðåäëîæåíî çàìåíèòü ïðîèçâîäíóþ â ïðà-
âîé ÷àñòè ìàðêîâñêèì ÷ëåíîì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì TCL-ìåòîäà ïðîåêöèîííîãî
îïåðàòîðà [5℄. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:
ρ˙ = i
∑
p6=p′
[σ+p σ
−
p′ , ρ(t)] gpp′ −
∑
pp′
γpp′
2
(ρσ+p σ
−
p′ + σ
+
p σ
−
p′ρ− σ
−
p′ρσ
+
p )+
+
i
4
∑
ii′pp′
γii′
∂γpp′
∂ω
(
−2(σ+p′σ
−
p σ
−
iρσ
+
i′ − σ
−
iρσ
+
p′σ
+
p′σ
−
p ) + [σ
+
i σ
−
i′ σ
+
p′σ
−
p , ρ]
)
, (6)
ãäå
g12 = g21 =
3γ0
4
{
− [m1m2 − (m1eR)(m2eR)]
cos(kR)
kR
+
+ [m1m2 − 3(m1eR)(m2eR)]
(
sin(kR)
(kR)2
+
cos(kR)
(kR)3
)}
,
γ11 = γ22 = γ0,
γ12 = γ21 = γ0 ·
3
2
{
[m1m2 − (m1eR)(m2eR)]
sin(kR)
kR
+
+ [m1m2 − 3(m1eR)(m2eR)]
(
cos(kR)
(kR)2
−
sin(kR)
(kR)3
)}
= γ0 · φ,
Çäåñü γ0 =
4µ2ω30
3c3~
 ñòàíäàðòíàÿ êîíñòàíòà ðåëàêñàöèè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â òåî-
ðèè îäíîãî àòîìà, R  ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè, mp  åäèíè÷íûé âåêòîð äè-
ïîëüíîãî ìîìåíòà p-ãî àòîìà, eR  åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè R .
2. Êîíòóð ñïåêòðàëüíîé ëèíèè
Êàê áûëî ïîêàçàíî â ñòàòüå [11℄, êîíòóð ëèíèè èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îðìó-
ëîé
S(ω,∆k) =
1
pi
Re


∞∫
0
(
< σ+1 (t)σ
−
1 (0) > + < σ
+
2 (t)σ
−
2 (0) >
)
e−iωt dt +
+ cos(∆kR)
∞∫
0
(
< σ+
2
(t)σ−1(0) > + < σ
+
1
(t)σ−
2
(0) >
)
e−iωt dt

 ,
ãäå ∆k = k′ − k ðàçíîñòü âîëíîâûõ âåêòîðîâ ïàäàþùåé è èçëó÷åííîé âîëí, R 
âåêòîð, íàïðàâëåííûé îò îäíîãî àòîìà ê äðóãîìó (åãî ìîäóëü ðàâåí ðàññòîÿíèþ
ìåæäó àòîìàìè). Ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå cos(∆kR) , îïèñûâàþò èíòåðå-
ðåíöèþ èçëó÷åíèÿ, èñõîäÿùåãî îò ðàçíûõ àòîìîâ.
Èñïîëüçóÿ êâàíòîâóþ òåîðåìó ðåãðåññèè [12℄, èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) ìîæíî
íàéòè êîíòóð ëèíèè èçëó÷åíèÿ, êîòîðûé èìååò âèä:
S(ω) = Re
(
8i ((D − 4ωc)ρss + (C − 4ωc)ρuu) cos
2(α)
pi(A− 4g12 − 2iγ0(φ+ 1) + 4ωc)(−B + 4g12 − 2iγ0(φ+ 3) + 4ωc)
−
−
8i sin2(α) ρ
sa
pi(A− 4g12 − 2iγ0(φ− 1)− 4ωc)
)
,
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èñ. 2. Êîíòóð ëèíèè èçëó÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ â íåìàð-
êîâñêîì ñëó÷àå. Ïàðàìåòðû â ñèñòåìå kR = pi/5 , γ0 = 1 , ∆kR = pi/6 , ρss = 0.8 ,
ρuu = 0.1, ρaa = 0.1, ρas = 0 . Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ  γ0
∂γ0
∂ω
= 0 (ìàðêîâñêèé ñëó÷àé),
øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ  γ0
∂γ0
∂ω
= 5 , ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ  γ0
∂γ0
∂ω
= 2
ãäå
A = γ0∂ωγ0 + γ12∂ωγ12, B = −γ0∂ωγ0 + γ12∂ωγ12,
C = A+ 2γ0∂ωγ12 + 2γ12∂ωγ0 + 4g12 − 6i(γ0 − γ12),
D = B − 4g12 + 2i(3γ0 + γ12), α = ∆kR/2, ωc = ω − ω0.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàèêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.
Õîðîøî âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà íåìàðêîâîñòè γ0
∂γ0
∂ω
êîíòóð äåîðìèðó-
åòñÿ è åãî ìàêñèìóìû ñìåùàþòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî, ïî âñåé âèäèìîñòè, ñ äåîðìàöèåé
ñòðóêòóðû ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, ê êîòîðûì ïðèâîäÿò ýåêòû ïàìÿòè.
Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâà èäåíòè÷íûõ äèïîëü-äèïîëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ
äâóõóðîâíåâûõ àòîìà, êîòîðûå ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþò ñî ñâîèì îêðóæåíèåì.
Â ïðèáëèæåíèè êîðîòêîé ïàìÿòè ïîñòðîåíî íåìàðêîâñêîå îáîáùåíèå îïåðàòîðíî-
ãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñîõðàíÿåò âñå ïðèâëåêàòåëü-
íûå ÷åðòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàðêîâñêîãî óðàâíåíèÿ, à èìåííî: ñîõðàíÿåò ñëåä
ìàòðèöû ïëîòíîñòè, èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäè-
öèîííûìè íåìàðêîâñêèìè óðàâíåíèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü àíàëèòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ.
Íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ àíàëèòè÷åñêè ïîñòðîåí êîíòóð ëè-
íèè èçëó÷åíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî íåìàðêîâîñòü ïðèâîäèò ê çàìåòíûì äåîðìàöèÿì.
Äàííûé àêò ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â ïðåöèçèîííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ àòîìàìè â ëî-
âóøêàõ.
Summary
V.V. Semin, A.V. Gorokhov. Quantum Non-Markovian Relaxation in a System of Two-
Level Atoms.
The artile examines the system of two interating two-level atoms. In a short memory
approximation the non-Markovian master equation is obtained. Spetral line shape is
determined on the basis of the solution of this equation for the system under study.
Key words: master equation, non-Markovian relaxation, system of two-level atoms,
spetral line shape.
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